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KAPITEL 1: EINLEITUNG

Kapitel 1: Einleitung

Viele Vorgénge in der Technik lassen sich durch Differenzialgleichungen beschreiben.
Man findet sie in der Physik, der Chemie, der Biologie und in vielen anderen
Wissenschaften, in denen Mathematik angewendet wird. Das Bemerkenswerte an
Differenzialgleichungen ist, dass vor allem Verdnderungen bestimmter GroB3en relativ
einfach in Form einer Differenzialgleichung formuliert werden konnen, was die
Berechnung meistens wesentlich vereinfacht. So kann man zum Beispiel mit Hilfe der
Differenzialgleichungen den Bevdlkerungswachstum, die Vermehrung von Bakterien
oder den radioaktiven Zerfall zu jedem beliebigen Zeitpunkt ausrechnen, wenn die am
Anfang vorhandene Menge bekannt ist. Aber auch solche physikalische Prozesse wie
Schwingungen, der freie Fall oder optische Systeme lassen sich in Form einer
Differenzialgleichung ausdriicken.

Im Rahmen des Mathematikunterrichts in der Oberstufe wird der Schiiler mit dem
Bereich der Differenzialrechnung konfrontiert. Man lernt die Grundsétze der Kurven-
diskussion, des Ableitens und des Integrierens kennen, welche als Voraussetzungen fiir
das Verstehen der hoheren Mathematik unabdingbar sind. Eines der weiterfiihrenden
Teilgebiete, bei dem diese Vorkenntnisse notwendig sind, befasst sich mit der
Problematik der Differenzialgleichungen.

Die vorliegende Arbeit will nun zundchst in das Gebiet der gewohnlichen Differenzial-
gleichungen einfiihren, wichtige Grundbegriffe erkldren und einige Losungsmethoden
fiir Differenzialgleichungen aufzeigen, wobei auch mathematische Sonderfille wie die
Bernoulli’sche und Riccati’sche Differenzialgleichung behandelt werden. Dabei werden
die einzelnen Losungsmethoden nachvollziehbar hergeleitet und durch Beispiele
verdeutlicht.



KAPITEL 2: DEFINITION, EINTEILUNG UND GRUDBEGRIFFE

Kapitel 2: Definition, Einteilung und Grundbegriffe

2.1 Definition einer Differenzialgleichung

Wir betrachten zunichst eine Funktion
y(x)=x2—2x—3. (1)

Es gibt unendlich viele Zahlenpaare (x; y), die Gleichung (1) erfiillen und den

Graphen der Funktion, in diesem Fall eine Parabel, bilden. Nun wird die erste
Ableitung der Funktion betrachtet:

y'(x)=2x-2 )

Wire nur diese letzte Gleichung gegeben, so stiinde man jetzt vor der Frage, wie die
Urspriingliche Funktion y(x) lautet. Gelingt die Beantwortung dieses Problems, so hat
man schon eine erste sehr einfache Differenzialgleichung gelost.'

Da die Differenzialgleichung (2) durch das Ableiten einer Funktion entstanden ist, liegt

es nahe, die Losung mit Hilfe der Integration zu suchen. Beide Seiten werden nun
unbestimmt nach x integriert:

Iy'(x)dx = I(Zx - 2)dx 3) T i 1]
]I]:I\ \‘1\ e=1 \\;‘ J:’/(// -
Man erhilt: I\ \\ » ;"f /
WA /1
y(x)+k=x*-2x+1 mit k[0 4) H\ A\ 7
. . . II\‘, \\;\\\\ _/ // ; j C._J
und ersetzt die Differenz der Integrations- e \ N / - + e
konstanten &k und / durch eine Konstante C: \\ — f /
\ | JJJI /
ws ()= -208(1-4) o N
folgt  y(x)=x*-2x+C mitC .  (6) '/
AR Nt
Die Losung der Differenzialgleichung (2) ist also eine N

Parabelschar mit einer willkiirlichen Konstanten. In der
Abbildung rechts werden einige Grafen der Funktionen
Aus dieser Parabelschar dargestellt.

vix)=x7 = 2x+ e fiir e=-4,-3.0]1

Anhand dieses einfachen Beispiels lassen sich bereits einige wichtige Begriffe erkldren:

Eine Differenzialgleichung, oft abgekiirzt als DGL, ist eine Gleichung, die eine
Funktion f{x) und eine oder mehrere Ableitungen dieser Funktion enthilt.”

' Kunick 1989, S. 1
? http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgleichung
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Um eine DGL zu 16sen, muss eine Funktion gefunden werden, die der Differenzial-
gleichung geniigt.” Die Losungen sind also Funktionen, und die Differenzialgleichung
selbst beschreibt eine Bezichung zwischen diesen Funktionen und ihren Ableitungen.*

Beispiele fiir Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:

y'=0 y'=ay y''+tay =0 mit a [1J

Beispiele fiir Differenzialgleichungen mit Funktionen als Koeffizienten:

y'=r (x) y'= p(x)y + q(x) f(x), p(x) und g(x) sind stetige Funktionen

2.2 Allgemeine, partikulare und singulare Losungen

Die Aufgabe, elementare Differenzialgleichungen zu ldsen, besteht im wesentlichen
darin, die Stammgleichung zuriickzugewinnen, aus der die Gleichung entstanden ist.’

Eine Funktion y=y(x) hei3t eine Losung der Differenzialgleichung, wenn sie mit ihren
Ableitungen die Differenzialgleichung identisch erfiillt.®

Wir unterscheiden zwischen der allgemeinen Lésung und der partikuldren Losung. Im
Beispiel aus dem Abschnitt 2.1 erhielt man zunéchst eine unendliche Menge von
Funktionen, die die Differenzialgleichung y’(x) =2x-2 erfiillten und sich nur durch

eine willkiirliche Konstante C (oder auch Parameter C genannt) unterschieden:
y(x)Zx2 -2x+C mt CLI .
Die Gesamtheit dieser Funktionen wird als allgemeine Losung oder allgemeines

Integral der Differenzialgleichung bezeichnet.’”

Wird dem Parameter C ein fester Wert zugeordnet, erhdlt man eine einzelne Funktion
der Schar, die als partikulire Losung oder partikulires Integral bezeichnet wird.’

Fiir C =-3 erhélt man zum Beispiel die Funktionsgleichung y(x) =x"-2x-3

Dies ist eine partikuldre Losung der Differenzialgleichung y' (x) =2x-2.

Eine partikulidre Losung wird also aus der allgemeinen Lésung gewonnen, indem man
aufgrund zusdtzlicher Bedingungen den Parametern feste Werte zuweist. Dies kann
durch Randwertbedingungen oder Anfangsbedingungen geschehen.’

Spater sehen wir anhand eines Beispiels (sieche Abschnitt 3.2), dass die allgemeine
Losung nicht alle partikuldre Losungen einschlieBBt. Solche Losungen, die sich nicht
durch Spezialisierung der Konstanten C ergeben, heiBen singulire Losungen.®

3 http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgleichung

* http://www.math.unibas.ch/~imhof/MfN/LinAlg/Leitfaden/Leitfaden085-96.pdf
> Ayeres 1978, S. 7

% http://mypage.bluewin.ch/tamburrino/FHSO/03-Gewoehnliche-DGL.pdf

7 Vgl. Bronstein 1999 S. 482
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2.3 Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen

Differenzialgleichungen werden nach unterschiedlichen Kriterien klassifiziert. Dabei
schlieBen sich die einzelnen Klassifikationen nicht gegenseitig aus.

Zundchst konnen Differenzialgleichungen nach der Anzahl der wunabhdngigen
Verdnderlichen eingeteilt werden. Eine unabhidngige Verdnderliche oder unabhingige
Variable ist eine Grof3e, die nach und nach beliebige Zahlenwerte unabhéngig von den
anderen GroBen annehmen kann.” In dem Beispiel y()c)=x2 —-2x—-3 1ist x die

unabhédngige Verdnderliche, weil x beliebige Werte aus der Definitionsmenge
unabhingig von der Variablen y annehmen kann. Dagegen wird y als abhdngige
Verdnderliche oder abhingige Variable bezeichnet, weil der Wert von y von dem Wert,
den die Variable x annimmt, abhéngig ist.

Enthélt die Differenzialgleichung nur eine einzige unabhingige Verdnderliche, so sind
die Ableitungen gewohnliche Ableitungen und die Gleichung wird dementsprechend als
eine gewohnliche Differenzialgleichung bezeichnet.'

Beispiele fiir gewohnliche Differenzialgleichungen:

y'=(x+4)0 % RS xy'+y =3 )+ ) +3y=a7
X

Enthilt die Differenzialgleichung zwei oder mehr unabhingige Verdnderliche, so sind
die Ableitungen partielle Ableitungen und die Gleichung wird dementsprechend als eine
partielle Differenzialgleichung bezeichnet.'’

Beispiele fiir partielle Differenzialgleichungen:

dz dz d?z d?*z
= +

—=z+x— =x2+y
dx dy dx? dy?

In dieser Arbeit betrachten wir nur gewohnliche Differenzialgleichungen und gehen auf
partielle Differenzialgleichungen nicht nédher ein.

2.4 Ordnung der Differenzialgleichung

Als Nichstes konnen Differenzialgleichungen nach der hdchsten vorkommenden
Ableitung eingeteilt werden. An dieser Stelle soll zuerst der Begriff der Ordnung einer
Differenzialgleichung eingefiihrt werden.

Unter der Ordnung einer Differenzialgleichung versteht man die Ordnung der hochsten
vorkommenden Ableitung.'’

¥ http://mailbox.univie.ac.at/Wilfried. Grossmann/uebungen/Mathe2 SS03/Differentialgleichungen.pdf
’ Vgl. Demmig 1991, S. 5
19 Ayeres 1978, S. 1
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Die allgemeine Form fiir eine gewohnliche DGL erster Ordnung lautet:
y'=flxy)

Diese Schreibweise bedeutet, dass die DGL erster Ordnung eine Funktion f{x), mit
einer unabhdngigen Verdnderlichen x und der abhidngigen Verinderlichen y, und die
erste Ableitung von y beinhaltet.

Die allgemeine Form fiir eine gew6hnliche DGL zweiter Ordnung lautet demnach:

»'= flx,9,5)

Die hochste vorkommende Ableitung ist in diesem Fall zweiter Ordnung.

Bei den gewohnlichen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung handelt es sich um
Gleichungen vom folgenden Typ:''

yn = f(y("‘l), ,y',x)

Beispiele:
y'=yx=0 gewOhnliche DGL erster Ordnung
y'+y'+y =x2+2x+2 gewoOhnliche DGL zweiter Ordnung

y”'+2(y”)2 +y'=cosx gewohnliche DGL dritter Ordnung

2.5 Lineare Differenzialgleichungen

Bevor wir den Gleichungstyp lineare Differenzialgleichungen anschauen, soll hier der
Bergrift Grad einer Differenzialgleichung erldutern.

Als Grad einer Differenzialgleichung wird die hochste auftretende Potenz einer
Funktion und ihrer Ableitungen in dieser Differenzialgleichung bezeichnet.'

Kommt ein Produkt der Funktion und ihrer Ableitung/en vor, so ist der Grad der
Differenzialgleichung die Summe ihrer Potenzen.

Beispiele:
y'+y'+y =x2+2x+2 gewohnliche DGL zweiter Ordnung ersten Grades
w=x gewohnliche DGL erster Ordnung zweiten Grades

2
4x35y2 +2 y(?j cosx—5y+7=0 gewohnliche DGL erster Ordnung dritten Grades
x

Differenzialgleichungen ersten Grades hei3en auch linear.

"' Kunick 1989, S. 1
12 http://kerr.physik.uni-erlangen.de/~langer/dgl.ps
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Differenzialgleichungen heiflen linear, wenn die unbekannte Funktion und ihre
Ableitungen nur linear, d. h. in der ersten Potenz und nicht miteinander multipliziert
vorkommen.

Die allgemeine Form der Differenzialgleichung erster bzw. zweiter Ordnung lautet:"*

a(x)y"+b(x)y'+c(x)y =f (x) lineare DGL zweiter Ordnung
b(x) y'+c(x)y =f (x) lineare DGL erster Ordnung

Die Funktion f (x) heiBt Storfunktion oder Storglied der Differenzialgleichung. Gilt'*
f (x) =0, so heiflt die DGL homogen,

f (x) # 0, so heilit die DGL inhomogen.

Beispiele fiir lineare homogene Differenzialgleichungen:

y+2xy =0

Beispiele fiir lineare inhomogene Differenzialgleichungen:

y+==x y'+2xy =4x

Im Gegensatz zu den nichtlinearen Typen haben die linearen viele gemeinsamen Eigen-
schaften und lassen sich daher systematischer behandeln. Man ist in der Lage,
allgemeine Aussagen iiber die Losungen zu machen und darauf Losungsmethoden
aufzubauen.'*

2.6 Explizite und implizite Differenzialgleichungen

Differenzialgleichungen kénnen explizit oder implizit dargestellt werden:'
yr = f(x,y,y’,y”,...,y(”‘l)) explizite Form
F(x,y,y’,y”,...,y(”)) =0 implizite Form

Explizit heifit ,entwickelt”. Eine explizite Funktionsgleichung ist nach einer der
Veranderlichen entwickelt, d.h. nach einer der Verdnderlichen, und zwar nach der
abhingigen Verinderlichen, aufgelost.'®

" Vgl. Collatz 1973, S. 11

" vgl. Zwilling 1985, S 44

'* http://mypage.bluewin.ch/tamburrino/FHSO/03-Gewoehnliche-DGL.pdf
'® Demmig 1991, S. 10
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Eine explizite Differenzialgleichung liegt vor, wenn sie nach der hochsten
vorkommenden Ableitung aufgeldst ist.'’

Implizit heil3t ,,unentwickelt”. Eine implizite Funktionsgleichung ist nicht nach einer der
Verinderlichen aufgelost.'®

Eine Differenzialgleichung, die nicht nach der hochsten vorkommenden Ableitung
aufgelost ist, heiBt implizite Differenzialgleichung.'’

Beispiel:

Eine explizite Darstellung einer Differenzialgleichung 2. Ordnung liegt vor, wenn sie
nach y'" aufgelGst ist:

y'=flery).
Die Implizite Form dieser Differenzialgleichung 2. Ordnung lautet:
F(x,y,y',y”) =0.

Nicht jede in impliziter Darstellung gegebene Differenzialgleichung ldsst sich in
eindeutiger Weise nach der hochsten Ableitung auflosen und damit in expliziter Gestalt
schreiben.

" Vgl. Bachmann 1975, S.114
" Demmig 1991, S. 10
" PreuB / Kossow 1990, S. 11

10




KAPITEL 3: BEISPIELE FUR EINIGE LOSBARE TYPEN

Kapitel 3: Beispiele fur einige losbare Typen

3.1 Der einfachste Typ von Differenzialgleichungen

Der einfachste Typ von Differenzialgleichungen ist ein Spezialfall einer gewdhnlichen
Differenzialgleichung erster Ordnung:

v'=£(x) (7
Die DGL (7) kann auch in der Form

— = (x) oder dy=f (x)dx

geschrieben werden, denn y bzw. y’ sind stets als Funktionen von x zu betrachten. Der

Ausdruck @ wird in der Literatur als Differenzialquotient bezeichnet.”’

dx
Durch Integration beider Seiten nach dy bzw. nach dx
[yidy = flx)ax ®)

erhélt man die allgemeine Losung der DGL:
y=jf(x)dx+c cono (9)

Man kann der Konstanten C in (9) unendlich viele Werte erteilen und y erfiillt jedes mal
die Differenzialgleichung (7), ist also jedes mal eine Losung dieser Differenzial-
gleichung.

Mit Hilfe eines einfachen Beispiels wird die Vorgehensweise noch mal verdeutlicht
(siehe auch Abschnitt 2.1):

y'=3x +4x —5x (10) Beispiel
.[ y'dy = I(3x2 +4x - 5x) dx (11) Integration beider Seiten nach dy bzw. nach dx

y=x+2x*-5x+C COO (12) Allgemeine Losung der Differenzialgleichung

' Vgl. Demmig 1991, S. 24

11
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3.2 Trennung der Variablen (Separation)

Eine DGL 1.0rdnung hei3t separierbar, wenn sie die allgemeine Form

y'=f(x)& () (13)

hat*' Ist die Differenzialgleichung separierbar, so ldsst sich der Losungsansatz
Trennung der Variablen (in der Literatur auch als Separation bezeichnet) anwenden. Bei
dieser Methode wird eine Umformung der Gleichung durchgefiihrt, so dass auf einer
Seite nur die Variable x mit ihrem Differenzial dx und auf der anderen Seite nur die
Variable y mit ihrem Differenzial dy auftritt:

&=0ml) [Bry eb)20
. £(x) dx (14)
g(v)

AnschlieBend werden beide Seiten nach der jeweiligen Variablen integriert:
jd—y =[r(x)ax  bzw.
2(v)

[(e0) 'y =] r(x)x (15)

Durch die Integration der linken Seite nach dy bzw. der rechten Seite nach dx, erhalt
man die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (13).

Die Methode ,,Trennung der Variablen* wird anhand eines konkreten Beispiels ndher
erlautert:

y'= (3 X+ 4) EY (16) Separierbare DGL 1. Ordnung

% = (3 x+ 4) 0O % y#0 — Trennung der Variablen

d_; = (3 X+ 4) dx (17) Gleichung mit getrennten Variablen

J y_1 dy = j(3x + 4) dx (18) Integration beider Seiten nach dy bzw. nach dx
mpfek=a a9 e

[-k=C kOO0 — und fassen sie zu einer Konstanten zusammen

?! Definition wurde im Seminarunterricht festgelegt

12
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1n| y| = %xz +4x+C CUOO (20) Ersetzen der Konstanten £ und / durch C

| y| = egxz Hae (21) Umkehrfunktion von In

= e%"z g (22) Anwendung der Potenzregel

e“ =D D>0 — Definieren der Konstanten e als D

| y| =D @%)‘2 a (23) Ersetzen der Konstanten e durch D
y=xD @%"2 x (24) Auflosen der Betragsstriche

tD=4 AU D\{O} — Zusammenfassen der Konstanten + D zu 4
y=A @%"2 e (25) Allgemeine Losung der DGL

Zusitzlich sollte immer der besondere Fall untersucht werden, ob die eventuelle Losung
¥, =0 in der Losungsmenge vorhanden ist:

Ist y =0, dann ist die Ableitung »'=0.
Beide Werte setzt man in die Differenzialgleichung (16) ein:

0=(B3x+4)D = 0=0

Man sieht dass y, =0 die Differenzialgleichung (16) erfiillt, d. h. y, =0 ist eine Losung
dieser Differenzialgleichung. Hiermit wurde eine zusitzliche singuldre Lésung
bestimmt, die jedoch in der allgemeinen Losung nicht beinhaltet ist, denn damit der
Term A @%xz”" den Wert ,,0“ annimmt, muss die Konstante 4 gleich null sein, weil
e%‘z”” > (0. Die Konstante 4 wurde aber so definiert, dass sie immer verschieden von
null ist: A0 D\{O}. Es folgt daraus, dass der Ausdruck A@%xz”x mit 40 D\{O}
immer verschieden von null ist, was bedeutet, dass die Losung y,=0 in der
allgemeinen Losung nicht vorhanden ist. Somit haben wir gezeigt, dass die allgemeine
Losung nicht alle partikuldre Losungen einschliefit (vgl. Abschnitt 2.2). Man fasst die
allgemeine Losung (25) und die singulidre Losung zur einer neuen allgemeinen Losung
zusammen und erhélt als Ergebnis:

Y= AR AOR (26)

Als Nichstes mochten wir noch mal verdeutlichen, was eine partikuldre Losung ist.
Gesucht ist eine spezielle Losung der Differenzialgleichung mit der Randbedingung
y(1) =3. Man setzt die Werte y=3 und x =1 in die allgemeine Losung (26) ein, um

die Konstante 4 zu bestimmen:

13
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Man setzt die ausgerechnete Konstante in die allgemeine Losung der Differenzial-
gleichung ein und erhélt die gesuchte partikulére Losung, die die Differenzialgleichung
(16) und zugleich die vorgegebene Randbedingung erfiillt:

3

3 2+4
— —X X
Y= X Lé>

3.3 Substitution

In der Integralrechnung verwendet man eine Methode namens Substitution, bei der sich
gewisse Gruppen von Integralen auf die sogenannten Grundintegrale zuriickfiihren
lassen, indem man eine Funktion g(x) ersetzt und zu einer neuen Variablen v,

1'ibergeh‘[.22 Damit muss man auch das neue Differenzial dv einfithren, das man aus der
Beziehung ? = g'(x) erhalt.*
X

Die Integration durch Substitution wurde im Seminarunterricht auf folgende Weise
definiert:*

dv

_[f(g(x)) I:g'(x)dx = jf(v)dv mit g(x)=v und g'(x) = . = g'(x)dx =dv

Ein ganz dhnliches Verfahren ist auch bei den Differenzialgleichungen moglich. Es hat
daher die gleiche Bezeichnung wie in der Integralrechnung, namlich Substitutions-
methode.” Oft wird die Substitutionsmethode in der Literatur auch als Ahnlichkeits-
transformation bezeichnet.

Jede Differenzialgleichung der Form
y'=f(ax+by+c) , 27)

wobei a, b und ¢ konstant sind und b # 0, lasst sich durch den Losungsansatz
Substitution in separierbare Gestalt bringen und l6sen.”* Wir fiihren zuerst die neue
unabhingige Variable v ein:*

v=ax+by+c (28)
Dann ist v'(x) nach x abgeleitet:

v'=a+by' (29)

22 ygl. Zwilling 1985, S. 20

# Vgl. auch Barth 1997, S. 67

* vgl. Zwilling 1985, S. 22

» Vgl http://wwwmath.uni-muenster.de/math/inst/num/Preprints/1998/natterer 2/paper.pdf

14
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v’ soll nun die neue abhidngige Variable sein. Durch das Ersetzen von y’ in der
Gleichung (29) durch (27) erhalten wir:

v'=a+bf(ax+by+c) (30)
Ersetzt man ax + by + ¢ in (30) durch v (siehe (28)), so entsteht die Gleichung:
vi=a+bf(v) (1)

Weiter verfahrt man mit der Methode Trennung der Variablen, die schon in dem
Abschnitt 3.2 vorgestellt wurde:

dv _ dx

E—bf(v)+a bf(v)+a
dv

bf(v) +a i

[(br (v)+a) dv=[ax (32)
Durch das Integrieren erhilt man auf der linken Seit eine neue Funktion g(v) 26
glv)+C=x (33)

Wir kehren zu x und y zuriick, indem wir v in (33) durch (28) ersetzen:

g(ax+by+c)+C=x (34)
Wir erhalten die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (27).%

Mit einem Beispiel soll das Losungsverfahren Substitution veranschaulicht werden.”’

y=x+y+2 (35) Beispiel

v=x+y+2 (36) Substitution

V=1+)' (37) Bilden der ersten Ableitung von v
vi=1+ (x +y+ 2) (38) Ersetzen von y’ in (37) durch (35)
V=1+vy (39) Ersetzenvon x+y+2

% =1+v [—{i—i v#-1 — Trennung der Variablen

% vgl. Zwilling 1985, S. 22
7 vgl. Zwilling 1985, S. 21
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dv

3 =dx (40) Gleichung mit getrennten Variablen
v

'[(1 + v)_ldv = '[dx (41) Integrieren nach dv bzw. nach dx

n(l+v)=x+C CcOO0  (42)

v=e"C -1 (43) Auflosen der Gleichung nach v
y=v—x-—2 (44) Umformen der Gleichung (36)
y=e" —-1-x-2 (45) Ersetzen von v in der Gleichung (44) durch (43)

y=e ~-x-3 CUOO (46) Allgemeine Losung der DGL (35)

3.4 Homogene Differenzialgleichung

Eine Differenzialgleichung der Form
y'= f(lj (47)
X

wird als homogen bezeichnet®® (nicht mit der linearen homogenen Differenzial-
gleichungen zu verwechseln!). In der Literatur verwendet man auch manchmal den
Begriff der Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.” Sie lisst sich durch die Substitutions-
methode (siche Abschnitt 3.3), in eine separierbare Form {iberfithren und mit dem
Verfahren Trennung der Variablen (sieche Abschnitt 3.2) l6sen.”’ Der Klammer-
ausdruck wird substituiert und gleich v gesetzt:

Y=y x#0 (48)
X

Wir erhalten somit die Gleichung
y'=r0). (49)

Wie schon in dem Abschnitt 3.1 erwéhnt, ist y und dementsprechend v als Funktionen
von x zu betrachten. Die Umformung der Gleichung (24) nach y ergibt

y(x) =v(x) B (50)

Wir bilden die erste Ableitung der Gleichung (50) nach x auf der linken und rechten
Seite unter der Anwendung der Produktregel:

2 ygl. Walter 1972, S. 19
¥ Collatz 1973, S. 18
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Q: x+dv

\ — (51)
dx dx dx

Durch Kiirzen ergibt sich :

sz+ﬂ5‘:
dx dx

oder anders geschrieben
y'=v+v'x (52)

Wir setzen diesen Ausdruck in die Gleichung (49) ein und formen im nichsten Schritt
nach v'x um:

v+y'x :f(v)
v'x =f(v)—v (53)

Somit haben wir die Differenzialgleichung in die separierbare Gestalt gebracht und
konnen als néchstes das Verfahren Trennung der Variablen anwenden:*’

v _ - dx
&0 B0

Wir bekommen eine Gleichung mit getrennten Verénderlichen:

v dx (54)

OREE

und konnen beide Seiten nach dx bzw. dy integrieren:
I(f(v) —v)'dv = jx_ldx (55)

und erhalten auf der linken Seite eine neue Funktion g(v) 2!
g(v)+C =Ilnx (56)

Wir kehren zu x und y zuriick indem wir v mit (48) ersetzen: **

g(lj +C=Inx (57)
X

Dies ist die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung (47).

Wir mochten ein Beispiel fiir die Losung der homogenen Differenzialgleichung
vorfiihren.*?

30 Collatz 1973, S. 18
3! Zwilling 1985, S. 22
32 Zwilling 1985, S. 23
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y':l(l +1ny—1nx)
X

y:z@+mxj

y=2 x#0
X

y=vlk

y'=v+v'x

v+v'x=v+vlnv

vix=vinvy

D =y [—IL

dx xlnv
dv ﬁ

vlnv x

I (vinv)"av = jx_ldx

In(lnv)=lnx+C CO0O

Inx+C

Inv=e
Inv=e‘ [k
e =k
Inv=k &
v=e"
Yz b

X
y=x"

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)
(63)
(64)

(65)

(66)

(67)

(68)
(69)
(70)

(71)

(72)

(73)
(74)

(75)

Homogene DGL
Anwendung der Rechengesetze fiir Logarithmen

Ausklammern

Substitution

Umformung der Gleichung (61)
1. Ableitung
Einsetzen von (63) und (61) in (60)

Kiirzen

Trennung der Variablen

Gleichung mit getrennten Variablen

Integration

Auflosen der Gleichung nach Inv
Anwendung der Potenzregel

Definieren der Konstanten e als k
Ersetzen der Konstanten e“ durch k

Auflosen der Gleichung nach v

Ersetzen von v mit 2 (siehe (61))
X

Allgemeine Losung der DGL (58)
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3.5 Bernoulli’'sche Differenzialgleichung

Als Bernoulli’sche Differenzialgleichungen werden Differenzialgleichungen folgender
Form bezeichnet: ™

y+P(x)y+0(x)y" =0 nOO0Mo:} (76)

(Ist =0, so handelt es sich um die inhomogene und bei » =1 um die homogene
lineare Differenzialgleichung.**)

Die Bernoulli’sche Differenzialgleichung ldsst sich mit der Substitutionsmethode in
eine inhomogene lineare Differenzialgleichung iiberfiihren.*

Wir dividieren zunichst die Differenzialgleichung durch y":*°

y+P(x)y+0(x)y" =0 |37
und bekommen

y"y+P(x)y' " +0(x)=0 (77)

Im niichsten Schritt wenden wir die Substitutionsmethode an:**

v=(y(x))™" bzw. y" =v (78)
Wir bilden die erste Ableitung von v und benutzen dabei die Kettenregel:
v'=(1-n)(r(x)" ' (x) (79)

Wir dividieren (79) durch (1-n), wobei n00\{0;} und erhalten die Gleichung

(80)

schreiben lasst.

Als Nichstes fithren wir die Substitution durch und setzen (78) und (80) in die
Differenzialgleichung (77) ein:

+P(x)@+0(x)=0 (81)

(1-n)

3 Collatz 1973, S. 23
** Vgl. Kunick 1989, S. 16
¥ Vgl. Zwilling 1985, S. 82
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Wir multiplizieren die Differenzialgleichung (81) mit (1 - n)

(l_n)+P(x)Blf+Q(x):0 | fi-n) (82)

und bekommen
vi(1-n)P(x) 3+ (1-1)@(x) =0 (82)

Wir erhalten eine inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung.

Losungsmethoden fiir lineare Differenzialgleichungen werden in dieser Arbeit nicht
behandelt, denn dies ist die Thematik einer weiteren Seminararbeit. Aus diesem Grund
wird an dieser Stelle auf weiterfilhrenden Losungsansatz fiir inhomogene lineare
Differenzialgleichung verzichtet, wobei aber in dem folgenden Beispiel®® die Losung
komplett ausgefiihrt wird.

1

xy'=2y =x’y? (83) Beispiel (hier ist n = %)

1 -

x'2y=x*y* |Gy —  Division durch y" bzw. Multiplikation mit y™

N[ —

1

1
y_iy'—Zx_lyE = x (84)
1

y= yE (85) Definieren des Substitutionsterms

1 -+
V= 5 y iy |2 (86) erste Ableitung von v

-1

v'=2x"'v=x (88)  Substitution: Einsetzen von (87) und (85) in (84)

Wir erhalten die gesuchte inhomogene lineare Differenzialgleichung.

2v' 2w =x |:2 —

V- =0,5x (89)
Wir suchen zuerst die Losung der entsprechenden homogenen Differenzialgleichung,
die fiir den Fall 0,5x =0 entsteht.

V=T =0 (89) Entsprechende homogene lineare DGL

36 vgl. Kunick 1989, S.16
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Vv dv _v

V'=— bzw. —=—
X dx x

dv_ds

% X

.[v_ldv = .[x'ldx

Inv=Inx+k k00O
k=InC
Inv=Inx+InC
lnv=ln(Cx)

vy=Cx

EC

Trennung der Variablen

(91) Gleichung mit getrennten Variablen

(92) Integration

(93)

—  Definieren der Konstanten £ als InC

(94) Ersetzen der Konstanten & durch C

(95) Anwendung der Rechengesetze fiir Logarithmen
(96) Die In-Funktion hebt sich

An dieser Stelle wenden wir die Methode der Variation der Konstanten an, indem wir
die Konstante C zunédchst nicht als Konstante sondern als Funktion von x betrachten.

V'=C'x+C

vi—ux ' =0,5x
C'x+C-Cxx™' =0,5x
C'x=0,5x |:x
c'=0,5
[Crdx=[0,5dx

C=0,5x+C,

1
vayr () = v =y
v=Cx = v =C*%*?
y=v'= (O,Sx + Cl)zx2

y= (O,Sx +C, )zx2

(97) 1. Ableitung von v nach C

—  Wir kehren zu der inhomogenen DGL zuriick
(98) Und ersetzen v durch (96) bzw. v’ durch (97)
(99)

(100)

(101) Integration beider Seiten nach dx

(102) Wir erhalten eine neue Integrationskonstante C,

(103) Umformung des Substitutionsterms (85) nach y
(104) Quadrieren der Gleichung (96)
(105) Ersetzen von C mit (102)

(107) Allgemeine Losung der DGL
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3.6 Riccati’'sche Differenzialgleichung

Die allgemeine Form der Riccati ’schen Differenzialgleichung lautet®’
y+P(x)y +0(x)y* = R(x) ,0(x)=0 (108)

Fiir den Fall R (x) =0 geht die Riccati’sche Differenzialgleichung in eine Bernoulli’sche
Differenzialgleichung iiber. Andernfalls ldsst sich das allgemeine Integral nur dann
bestimmen, wenn bereits ein partikuldres Integral y,zum Beispiel durch Ausprobieren

bekannt ist.>®

Man wendet die Substitutionsmethode an und setzt™®
y=y,+vlx) (109)
in die Differenzialgleichung (108) ein; es folgt
(y'p+v')+P(yp+v)+Q(yf,+2ypv+v2)=R(x) (110)

Da y,als partikuldres Integral (partikulédre Losung) die Differenzialgleichung (108)
erfiillt

v, + Py, +0y* =R(x) (111)

lassen sich (110) und (111) gleichsetzen:38

W, +v)+ Ply, +v)+007 +2y,v+92)= 5, + Py, + 033

Nach dem Ausklammern ergibt sich:

Y, *VHPy, + Pv+Qy) +20y v+ Ov: =y, + Py, + 0y,

und durch Kiirzen bekommen wir schlieBlich:

V'+PY+20y v+ 0OV =0

Wir erhalten also eine Bernoulli’sche Differenzialgleichung
v+(P+20y b +0v? =0, (112)

die sich nach der in dem Abschnitt 3.5 vorgestellten Methode 16sen lésst.

Die Vorgehensweise fiir die Losung einer Riccati’schen Differenzialgleichung wird
anhand eines konkreten Beispiels demonstriert.

7 Weise 1948, S. 23
¥ Vgl. Kunick 1989, S. 25
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Als Beispiel soll hier die Differenzialgleichung
xy'—(2x2 + l)y -xy’ =x (113)

gelost werden.

Durch das Raten erhélt man das partikulére Integral

v, (x)=-x

Wir verwenden den Ansatz der Substitution y =y, + v(x) :
y:—x+v(x) (114)

und setzen diesen Ausdruck in die Differenzialgleichung (113) ein:
x(v—x') - (2)c2 + 1)(v -x)- x(v2 —2xv+ xz) =x
Nach dem Ausklammern ergibt sich

XV =xx'=2x +2x° — v+ x =0 +2x7v - x =x°

Durch Zusammenzihlen der Summanten entsteht die Gleichung
XV =xx'+xt —v+x —xvt = x° (115)

Das partikuldre Integral y, (x) = —x erfiillt die Differenzialgleichung (113):

x(— x') - (2x2 + 1)(— x) - x(— x)2 =x

Diese Gleichung lésst sich vereinfachen:

—xxX'H2x° +x-x =x

—xx+x +x=x (116)
Die Gleichungen (115) und (116) werden gleichgesetzt:
XV =xx'+x’ —v+x—xv’ = —xx'+x +x

Nach der Addition der Summanten erhalten wir die gesuchte Bernoulli’sche
Differenzialgleichung:

xv'=-v=xv’ =0 (117)

Weiter verfahrt man wie in dem Abschnitt 3.5. Die ausfiihrliche Losung dazu wird in
dem Anhang zu der vorliegenden Arbeit erldutert. Durch die Substitution

u=((x))" und w=-v?
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bekommen wir eine inhomogene lineare Differenzialgleichung
u'x+tu=-x. (118)

Die zugehorige homogene lineare Differenzialgleichung
u,"x+u,=0 (119)

hat nach der Trennung der Variablen die Losung

u, =

=L mit C,00. (120)
X

Mit dem Verfahren der Variation der Konstanten findet man dann die Losung der
inhomogenen linearen Differenzialgleichung:

u :—lx +& mit C, 00 (121)
2 X
und erhélt fiir v(x)
1
TG,
2 x

oder einfacher geschrieben

2x

VE—
2C, = x°

mit C, 0. (122)

SchlieBlich bekommt man die Losung der Riccati’schen Differenzialgleichung:

+ 2x  _ X +2x-2Cx
2C, —x° 2C, = x°

y=-x

mit C, 00 (123)

24



KAPITEL 4: SCHLUSS

Kapitel 4: Schluss

Die vorliegende Arbeit soll einen Einblick in den Bereich der Differenzialgleichungen
verschaffen und so weit wie moglich allgemeine Losungsmethoden vorzustellen, wobei
auf die Problematik ausschlieBlich von der mathematischen Seite eingegangen wird. Die
Thematik dieser Arbeit umfasst nur einen geringen Teil des umfangreichen Bereiches
der Differenzialgleichungen. Hier werden gewohnliche Differenzialgleichungen erster
Ordnung behandelt und auf partielle Differenzialgleichungen, sowie Differenzial-
gleichungen hoherer Ordnung verzichtet, denn ein tieferes Vordringen in das Gebiet der
Differenzialgleichungen wiirde den Umfang dieser Arbeit sprengen.

Differenzialgleichungen spielen in den Naturwissenschaften, die mathematischer
Hilfsmittel bediirfen eine sehr wichtige Rolle. Leider — so hat eine umfassende Theorie
erwiesen, sind, dhnlich wie in der Integralrechnung, nur wenige Aufgaben elementar
16sbar und diese auch nicht nach einem einheitlichen System, sondern in vielféltiger
Weise. Die Problemstellung ist meistens typisch, d. h. von dem jeweiligen Typ
abhingig; dementsprechend sind die Wege zur Losung charakteristisch und nicht
allgemeiner Art. Es bedarf also an weiterer Forschung auf dem Gebiet der
Differenzialgleichungen, um neue Kategorien aus der gesamten Menge herauszufiltern
und passende Losungsverfahren fiir diese zu entwickeln.
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